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Em teoria da prova, temos trés tipos de resultados fundamentais sobre a

forma que derivagdes pertencentes a um dado sistema formal S podem
assumir :

(I) Teorema da Forma Normal : Toda derivagdo em S possui uma forma
normal.

(Il) Teorema da Normalizagio : Dada uma derivagdo em 5, podemos efe-
tivamente obter sua forma normal através de certas operagdes chamadas
de « redugdes ».

(I1I) Teorema da Normalizag¢io Forte : Dada uma derivagdo em S, sua forma
normal é tnica, e sempre pode ser obtida apés um nimero finito de
redugdes, independentemente da ordem em que as mesmas sdo a-
plicadas.

Se denotamos por C a formulagdo em Dedugao Natural da Légica Classica
(Prawitz (2)), é bem sabido que temos resultados de normalizagdo e normali-
zagdo forte para o fragmento {v,A, —, 1} C’ de C. Normalizagao para C’ assume
a seguinte forma :

Seja © uma derivagdo em C’. Entdo n pode ser efetivamente transformada
em uma derivacdo n’ tal que :

1 Este artigo foi apresentado no III Encontro Nacional de Filosofia promovido pela Associagdo
Nacional de Filosofia — ANPOF, realizado em Gramado, RS., em Setembro de 1988. O mesmo
resultado foi obtido independentemente por Géran Sundholm, da Universidade de Estocolmo,
usando uma técnica ligeiramente diferente.
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(I) Toda aplicagio da regra do absurdo classico em ©' tem conseqiiéncia
atOmica.

(II) ®’ esta em forma normal.

Em 1968, Prawitz & Malmnis assumem explicitamente um teorema de
normalizagdo para o sistema completo C, mas nenhuma prova é fornecida. A
primeira prova de normaliza¢io para C data de 1974, e deve-se a Richard
Statman (4). O autor utiliza um conceito modificado de forma normal onde
sdo permitidas aplicagdes do absurdo cldssico cujas conclusfes ndo sao
premissas maiores de regras de eliminagdo. A prova € obtida através da
imersdo da Logica Cldssica de 22 ordem em um outro sistema.

Em 1980, N. Tennant propds uma prova direta do mesmo resultado, mas,
infelizmente, houve uma falha em sua demonstracdo. Em particular, a propo-
si¢do enunciada no paragrafo 4, p. 195, esta incorreta.

O objetivo do presente artigo é fornecer, de forma abreviada, uma prova
direta do teorema da normalizagdo para a Logica de 12 ordem classica. Além
do seu interesse intrinseco e de sua aplicagdo no artigo (3) mencionado acima,
gostariamos de indicar outras dreas onde um resultado de normalizagdo para
C poderia ser util :

(I) Dado um resultado de nermalizacio para C, a possibilidade de se de-
senvolver uma semdntica baseada em regras de uso (i. e., regras de
inferéncia) é amphada.

(I) Como é bem sabido, se estamos interessados em Loégicas Nao-Classicas,
como a légica da Relevancia, entdo, existe uma perda consideravel na
exclusdo da disjuncio e do quantificador existencial. Portanto, qualquer
tratamento em termos de prova iria requerer um teorema da normalizagdo
para o sistema C.

(III) Um teorema de normalizagao para C poderia ser 1itil na formulagéo de
modulos tradutores a serem acoplados a provadores automaticos de
teorema (ver Haeusler (1)).

Algumas Defini¢oes e as Novas Redugdes

Um segmento de ocorréncias Bi, ..., Bn em uma derivacao n é chamado de
segmento maximo, se ele satisfaz uma das seguintes clausulas :

(@n=1
(I) B1=B, é a conclusdo de uma regra de introdugdo ou da regra do
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absurdo intuicionista e, a0 mesmo tempo, premissa maior de uma regra
de eliminagao.

(II) B;=B, é a conclusédo de uma aplicagio do absurdo classico e, a0 mesmo
tempo, premissa maior de uma regra de eliminagao.

(Ill) B;=B, é a conclusdo de uma aplicacio do absurdo cldssico e, ao
mesmo tempo, a premissa menor de uma aplicagdo de eliminagdo cuja
premissa maior é uma hip6tese.

b)n>1
(I) B, € a conclusdo de uma aplicagao de v-eliminagao ou de 3-eliminagao
€, a0 mesmo tempo, premissa maior de uma regra de eliminagéo.
(I) B, é a conclusdo de uma aplicagdo de v-eliminagio ou de 3-eliminagdo
e, a0 mesmo tempo, premissa menor de uma aplicagdo de —-eliminagao
cuja premissa maior é uma hip6tese.

Uma derivacao é dita normal se ela ndo contém nenhum segmento maximo.
O grau de uma derivagdo =, denotado por d(n), é definido como o grau do
segmento maximo mais complexo de tipo (a.i,ii) ou (b.i).

Além das redugdes usuais, temos as seguintes operagoes :

Reducdes do Absurdo Classico

1.
[-AF 21 In
n [A] Bi...Bn .
i L % Zn B [- AT
A Bi...Bn reduz-se a : L
B [- Al
|
) L
B
onde :

1. A formula A é a premissa maior de uma elimina¢do com premissas
menores By, ..., B;.

2. n‘i é o resultado da substitui¢do de toda subderivagdo de n da

forma :
X z 2:1 2:11
A A por A Bi..Bn ‘
4 B -B

1
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2.
[-A]
T -A
L reduz-se a : n
A —-A L
1
3.
[A] [B]
™ 2 3
AvB C C
C -C
L
reduz-se a :
[A] {B]
o 3
T C -~C C -C
AvB 1 1
L
4,
[A(b)]
1 2
I xAX) C
C -C
L
reduz-se a :
[A(b)]
2
T C -C
I xAX) 1
L
Resultados

Lema 1 : Seja ® uma derivagao de I'—A tal que d(n)= n e todo segmento maximo
de grau n que contribui para o grau de nt é do tipo (a.i.). Entdo, & reduz-se
a uma derivagdo n’ de A c I'— A tal que d(p’) < d(p).

Prova : como em Prawitz (2)

Lema 2 : Toda derivagdo & tal que d(r)= 0 reduz-se a uma derivacdo normal «".
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Prova : Se ©t € normal, entdo t'= 1.
Se ® n3o é normal, entdo o resultado é obtido, como em Prawitz (2),
utilizando-se as redugdes do absurdo.

Lema 3 : Seja © uma derivagdo de I' B tal que :
(I) a dltima regra de m é uma eliminagéo cu;a premissa maior & o0 tinico
segmento maximo em x.
1) d(m) > 0. '
Entdo, 1 reduz-se a uma derivagio n" de A c¢ T ¢ HB tal que d(n’) < d(n).

Prova : Indugéo sobre o comprimento de .

Teorema (Normalizagdo) : Seja © uma derivagado de I' —A. Entédo, n reduz-se a
uma derivagdo normal ' de Ac T+ A.

Prova : Inducao sobre os valores,
0% Br+...+ 0% Bn
Tal que :

MDoy>...>04

(2) Cada 0 (1 < i< n) é 0 grau de um segmento maximo de tipo (a.i,ii) ou
b.i),eo grau de todo segmento maximo é representado por um oc1

(3) B é o niimero de segmentos maximos de grau o.
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