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O método dos tableaux, concebido por Beth [2], aprimorado-e divulgado
principalmente por Hintikka [10] e Smullyan [13], é um método de prova por
refutacdo, no qual um teorema é provado pelo insucesso na tentativa de
construgdo sistemética de um modelo para a sua negagdo. O método tem
fundamento semdntico : a0 tentar provar que o. € um teorema légico (ou que
o € teorema em uma teoria I'), 0 que 0 método, em sua concepgdo original, faz
de fato é verificar a impossibilidade da satisfagdo de — o (ou da satisfagdo
simultinea de I' e — a).

Além da sua utilidade na prova de teoremas, a forma exaustiva e
sistemndtica com que o espago de construgdo de modelos é percorrido faz
do método dos tableaux um valioso instrumento na determinagdo de
resultados negativos em calculos decidiveis (ou em fragmentos decidiveis
de cdlculos indecidiveis). Nesses casos, a falha na tentativa de refutagdo de
— a (ou alguma variante dessa expressdao de acordo com a generalizagdo
aqui introduzida) pode ser efetivamente decidida ap6s um nimero finito
de passos. Uma tal falha indica, na realidade, a impossibilidade dessa
refutagdo, permitindo estabelecer que o nédo é teorema do cilculo. Além
disso, em decorréncia da tentativa infrutifera, um contra-exemplo é cons-
truido.

Resultados negativos sdo, via de regra, dificeis de obter e o apelo a critérios
seménticos se faz em geral necessdrio. Veremos que, embora de inspiragio
seméntica, 0 método dos tableaux generalizado é aplicdvel mesmo a célculos
que ndo disponham de semdntica. Sistemas de tableaux podem ser derivados
e/ou justificados diretamente das regras dos célculos.

1 Departamento de Informética, PUC-Rio.
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O método dos tableaux foi concebido originalmente para o cdlculo propo-
sicional e o cédlculo de predicados classicos. Posteriormente, foram desenvol-
vidas variantes apliciveis a outros sistemas légicos, como por exemplo em
Fitting [9] para 16gicas modais e em Buchsbaum & Pequeno (3], [4] e [5] para
l6gicas paraconsistentes e/ou paracompletas. Na realidade, uma das qualida-
des do método ¢ exatamente a sua adaptabilidade a utna grande variedade de
16gicas (ele ndo requer conversdo para formas normais, por exemplo), como
pretendemos aqui demonstrar. Essa flexibilidade o torna extremamente atraen-
te ao projeto de automatizagdo do raciocinio, o qual consiste na modelagem
l6gica do raciocinio, seguido do desenvolvimento de métodos de prova para
a l6gica empregada e da sua efetiva implementagio na forma de um racioci-
nador automético.?

O projeto moderno de automatizago do raciocinio € o sucessor do projeto
de mecanizagio do pensamento concebido ao final da Idade Média por Ramén
Lull {1235-1315), sob © nome de ars magna, e que teve outros importantes
proponentes em Hobbes e na ars combinatoria de Leibniz. A idéia fundamental
em suporte ao projeto de Lull/Hobbes/Leibniz é a de que o pensamento é
uma manipulagdo de simbolos que pode ser reduzido a algum tipo de cdlculo.
Essa idéia permanece como hip6tese de trabalho do projeto modemo sob a
forma mais fraca de que o raciocinio, ou pelo menos certas formas de raciocinio,
podem ser simuladas em um sistema de manipulagdo de simbolos. Outras
caracteristicas importantes do projeto original que permanecem na versdo
moderna sfo a percepgio da necessidade do uso de linguagens artificiais
formais e a compreenso de que a mecanizagdo envolve problemas de natureza
combinatoéria.

As chances de éxito do projeto moderno de mecanizagio do raciocinio, em
oposigdo a seus prematuros precursores, repousam em duas conquistas essen-
ciais : o progresso no conhecimento de sistemas simbdlicos adquirido pela
16gica matemadtica, teoria das linguagens formais e teoria da computagio, e a
disponibilidade de maquinas poderosas de manipulagdo de simbolos.

A légica matemdtica desempenha nesse projeto um papel fundamental,
tanto como instrumento conceitual quanto heuristico. O termo « lbgica »
designa aqui ndo um sistema l6gico especifico, mas a disciplina que estuda
sisternas simbélicos com determinadas caracteristicas. No dmbito da ciéncia
da computagio cunhou-se o termo « engenharia légica » para designar a arte
de elaboragio e utilizagdo de sistemas 16gicos em modelagem e na especifica-
¢3o de sistemas. No nosso caso a modelagem em questédo € a de certos padries
de raciocinio requeridos na construgio de sistemas de inteligéncia artificial
e/ou encontrdveis no « raciocinio do senso comum ». Esses esquemas de

2 Um raciocnador automético € um programa que, munido de uma base de dados contendo
« conhedmento » codificado em uma linguagem légica (base de conhecimento), pode res-
ponder a perguntas efetuando radocinio sobre esse conhecimento, de acordo com a logica
adotada.
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raciocinio podem apresentar em suas l6gicas subjacentes caracteristicas ndo
classicas tais como ndo monotonicidade (a adi¢do de novas informagbdes que
tornem o conhecimento mais acurado pode revogar conclusdes previamente
estabelecidas) e paraconsisténcia (a convivéncia de crengas contraditérias sem
que isso acarrete a trivializagdo do sistema de crengas). Veja Pequeno [12].

Em tal ambiente de pluralidade 16gica o método dos tableaux pode ser 1itil
de diversas formas. Na modelagem do raciocinio tem se mostrado itil no
desenho e na avaliagdo de novos célculos (que em geral nio dispdem, ou pelo
menos ainda nio dispdem de seménticas). A sua propriedade na determinagao
de resultados negativos o faz extremamente valioso na calibragem do célculo
de forma a se banir teoremas nio desejdveis e incluir outros que o sejam. Pode
ainda contribuir na avaliagdo de certas propriedades dos célculos como
redutibilidade (por exemplo, qual a natureza das f6rmulas que ndo pertencem
ao dominio de nenhuma das regras de decomposicio ?) e complexidade (qual
a predominancia das regras que dependem apenas das férmulas as quais se
aplicam em relagdo aquelas que dependem também das « histbrias » das
férmulas nos tableaux ?). Na construgio de raciocinadores o método dos
tableaux pode ser utilizado diretamente como veiculo da implementagdo. Sua
grande vantagem ai é novamente a flexibilidade. Por outro lado, j& existem
evidéncias da possibilidade de implementa¢des eficientes de provadores de
teoremas baseados em tableaux (veja Oppacher & Suen [11]).

A fim de atualizar a potencialidade do método dos tableaux procuramos
abstrair suas caracteristicas essenciais em uma generalizagdo cujas instan-
cias podem ser aplicadas a uma grande variedade de l6gicas. Aparentes
limitagdes do método tais como a sua dependéncia de propriedades da
negagdo cldssica podem ser removidas pela utilizagdo de extensdes conser-
vativas adequadas dos cdlculos a serem tratados. No presente artigo
apresentamos o método generalizado dos tableaux conforme o concebemos.
Além disso, esbogamos esquemas gerais para provas de corregdo e comple-
tude de sistemas de tableaux com respeito aos cdlculos 16gicos corres-
pondentes. O nosso préprio exercicio na arte de elaborar sistemas de
tableaux para diferentes légicas nos permitiu divisar algumas heuristicas
para a confecgiio de regras que sdo aqui oferecidas. A guisa de ilustragdo,
incluimos o tratamento do cédlculo de predicados cldssico e do célculo
paracompleto P1 (da Costa & Marconi [8]). Outros exemplos podem ser
encontrados em Buchsbaum & Pequeno [4].

Sistemas de tableaux

Um sisterna de tableaux & um método de prova por refutagio que consiste na
geragdo de uma &rvore (tableau), a partir de um fableau inicial, o qual é em
muitos casos um nd consistindo na negagdo do teorema a ser demonstrado.
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Passo a passo, apds a escolha de um né ainda ndo utilizado relacionado a
alguma regra, o desenvolvimento da drvore se d4 a partir de todas as folhas
descendentes deste né, localizadas em ramos abertos, onde, a partir de cada uma
destas folhas, é acrescentada uma subdrvore obtida pela aplicagdo da regra
ao no. A proliferagdo dos ramos é contida por uma operagdo de fechamento, pela
qual um ramo ¢ fechado conforme a ocorréncia de uma certa condigdo, dada
por um critério de fechamento. O objetivo do procedimento é fechar todos os
ramos, provando dai o teorema dado. Semanticamente, o fechamento de todos
os ramos do tableau estabelece a insatisfabilidade da férmula figurando no né
raiz do tableau. )

O método dos tableaux é dito ser analffico, visto que este decompde
gradualmente a férmula dada, em oposigdo aos métodos convencionais de
prova automadtica por resolugio (Chang & Lee [6]). Este método lida direta-
mente com a férmula dada, sem apelar, por exemplo, para a normalizagio em
cldusulas.

A fim de definir um sistema de tableaux seis elementos devem ser forneci-
dos : linguagem inicial, linguagem de trabalho, dominio, fungdo de inicializa-
¢do, critério de fechamento e colegdo de regras. J4 vimos de modo informal
nesta seciio trés destes elementos. A seguir daremos uma descrigdo rigorosa
do método dos tableaux.

Umn tableau em uma linguagem L & uma 4rvore finita cujos nds sdo n-uplas
possuindo pelo menos dois componentes, onde um deles é uma férmula de L
e 0 outro € uma marca indicada por 0 ou 1. Um ramo em L é uma seqiiéncia
finita de tais n-uplas. Cada n6 de um tableau pertence a um unico nivel, o qual
é rotulado por algum niimero natural. H4 exatamente um né de nivel 0, que
é o nd raiz do tableau, chamado também de né inicial. Cada n6 de nivel n + 1
€ um filho (ou sucessor) de um tinico né, que é de nivel n. Dizemos que um né
€ terminal se este ndo tem sucessores. Se um tableau tem a0 menos um né de
nivel p mas nenhum né de nivel maior, dizemos que p é a profundidade do
tableau. Um ramo de um tableau é uma seqliéncia finita de nés Ny, ..., N,, tal que
Ny € o nd inicial do tableau e, para cadai =1, .., k, N, é um sucessor de N, e
N, é terminal.

Seja L uma linguagem formal, L' uma extensdo de L, ¥a cole¢do de todas as
férmulas de L, ¥’ a colegdo de todas as férmulas de L, T a colegio de todos os
tableaux em L/, # # (1} a cole¢do de todos os subconjuntos finitos de T, 8 a colecio
de todos os ramos em L', T" um subconjunto de #, I uma fungdo deT"em1, F uma
fungio de 6 em {aberto,fechado), e finalmente R uma colegiic de funcbes de
¥ x0 em P F(1), onde % é um subconjunto de ¥° varidvel em funcio dos
elementos de R. Dizemos entdo que a séxtupla ordenada S=<L,L, T, L F,R> é
um sistema de tableaux, onde L é a linguagem inicial de S, L’ é a linguagem de trabalho
de 5,T & o dominio de 5, 1 é a fungio de inicializagio de S, F é o critério de fechamento
de S e R é a colegdo de regras de S. No resto desta se¢do, usaremos as letras S, L,
L', T, 1, F e R no sentido que acabamos de definir.
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Seja N um né de algum tableau em L, A a sua férmula e r uma regra de S
(isto é, um elemento de R} tal que o dominio de r é %' x 6; dizemos entdo que
r é aplicivel a N se A € #;, e neste caso dizemos também que r é aplicivel a
A. Dizemos que A é uma fdrmula excluida de S se ndo existe regra de S aplicavel
a A.Se Ae T, dizemos que I(A) é o tableau inicial para Aem S. Se p é um ramo
em L', dizemos que p estd fechado em S se F (p) = fechado, caso contrario
dizemos que p esta aberto em S. Dado um né N de um tableau, denotamos a
formula de N por form(N).

Dizemos que um né de um tableau est4 marcado se o seu segundo compo-
nente é 1. Essa defini¢io desempenha um papel equivalente & de nd usado em
Bell & Machover [1]. Do ponto de vista algoritmico, é muito mais simples
verificar se um né é marcado do que se ele foi usado. Por exemplo, em um
sistema de tableaux para a logica classica, dizemos que a férmula A A B foi
usada em um determinado ramo se neste ramo figurarem também as fé6rmulas
A e B. Para verificar entdo se A A B foi usado em todos os ramos em que esta
férmula figura, devemos observar se as férmulas A e B ocorrem nestes ramos.
Por outro lado, para verificar se o né contendo A A B foi marcado, basta obser-
var se hd uma marca, previamente estabelecida por convengdo, neste né. Na
rotina do algoritmo do tableau, a marcagio se d4 no momento em que A AB é
escolhida para o desenvolvimento da arvore. Dizemos que um tableau em L
esta exaurido em S se todos os seus nds contendo férmulas ndo excluidas estéo
marcados. De modo andlogo definimos ramo exaurido em S. E evidente que um
tableau estd exaurido se, e somente se, todos 0s seus ramos estio exauridos.

Sejam T, T’ tableaux em L. Dizemos entdo que T’ é uma extensdo imediata de
TemS$S se existe um né N de T tal que N nio estd marcado e existe uma regra r
de S aplicdvel a N tal que T” pode ser obtido de T marcando-se N e acrescentan-
do-se r(form(N), p) (note que uma regra é uma fungio que associa a férmula de
um no e ao ramo no-qual o néd figura uma colegdo finita de tableaux) em cada
ramo aberto p de T onde N figure. Dizemos que T’ é um desenvolvimento de T
em S se hd uma seqiiéncia de tableaux Ty, ..., T, tal que Toé T, T, é T’ e, para cada
i=1,..n, T é uma extensio imediata de T,, em S. Dizemos que T é um fablezu
para uma férmula A em S (A € T) se T é um desenvolvimento do tableau inicial
para A. Dizemos que T é uma confutacio para Aem S se T é um tableau para A
em S e todos os seus ramos estio fechados em S. Dizemos que T é uma confutagdo
se T é uma confutagdo para alguma férmula em S.

As duas linguagens de um sistema de tableaux sdo seu ponto de referéncia
basico, sem o qual ndo poderiamos, pelo menos de um modo simples, definir
adequadamente os dominios das regras do sistema. A linguagem inicial é a
linguagem da 16gica A qual o sistema se aplica. A linguagem de trabalho é
aquela efetivamente usada no sistema de tableaux. Existem duas razdes pelas
quais a linguagem de trabalho é necessdria : 1*) para o tratamento dos
quantificadores é bastante conveniente o uso de novas constantes; 2?) as vezes
¢ preciso adicionar novos sinais l6gicos ao cdlculo dado para obter-se uma
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extens3o conservativa mais adequada ao trabalho com tableaux. Por exemplo,
em certos cdlculos ndo possuindo férmulas insatisfativeis, segundo as suas
semdanticas, é preciso procurar extensdes conservativas possuindo férmulas
insatisfativeis.

Uma regra ¢ uma fungio que, no caso geral, depende do nd ao qual esta é
aplicada e do ramo em que o n6 figura. Por exemplo, se estivermos trabalhando
com um sistema para a l6gica classica de primeira ordem, entdo uma regra
aplicada a um né contendo uma férmula quantificada d4 resultados que
dependem dos ramos aos quais este nd pertence.

O critério de fechamento de ramos varia conforme a l6gica para a qual o
sisterna de tableaux é destinado. Para a légica cldssica um ramo é fechado se
contém duas férmulas das formas A e — A, para o cdlculo C1 (da Costa [7])
um ramo é fechado se este contém duas férmulas das formas A e —*A
(Buchsbaum [3]), onde —* é uma negagdo equivalente & negagao cléssica que
pode ser definidaem C1 por—* A= - A A A, para o cdlculo C1* h& uma outra
variagdo na defini¢io de ramo fechado, e assim por diante.

O dominio indica as férmulas para as quais o sistema efetivamente funcio-
na. Por exemplo, o primeiro sistema que definimos para C1* s6 trabalha com
férmulas fechadas.

Finalmente, o tableau inicial para uma f6rmula dada também varia confor-
me a Iégica para a qual o sistema foi projetado. Por exemplo, na 16gica cldssica
sem igualdade o tableau inicial para uma férmula A é uma arvore com um
Unico ng, ndo marcado, cuja formula é A; para a logica cldssica com igualdade,
adaptando-se a abordagem de Bell & Machover [1] para o nosso contexto,
temos que o tableau inicial é uma 4rvore com n + 1 nds, sendo n o nimero de
sinais ndo légicos de A.

O conceito de né composto, definido abaixo, revela-se importante para
provas de convergéncia a tableaux exauridos. Em nosso tratamento de ta-
bleaux, resolvemos considerar que cada né contém exatamente uma foérmula.
Esta abordagem apresenta certas desvantagens do ponto de vista tedrico, mas
reflete com mais fidelidade a realidade algoritmica do método de prova. Em
Bell & Machover [1], os nés de um tableau cont®m colegdes de férmulas, e a
partir dai as provas de convergéncia de seqliéncias de tableaux tornam-se mais
simples que no nosso casc. Procuramos contornar tais dificuldades tratando
também destas colecdes de férmulas, As quais denominamos nds compostos.

Sejam r e s dois ramos em L tais que r é N, ..., N, s ¢ Ny, .., N,’; entdo
denotamos o ramo Ny, ..., N, Ny, ..., Ny’ por r + s, e chamamos tal ramo de
concatenagdo de r com s. Dizemos que dois ramos r e r’ em L sdo equivalentes
se eles tém 0 mesmo tamanho e possuem as mesmas férmulas para 0s nés
correspondentes, isto é, se hd umn natural tal quer é Ny, ..., N, ' é N¢', ..., N/
e, paracadai =0, .., n,aférmula de N, éigual a férmula de N;'. Um segmento
de um ramo r de L é uma seqiiéncia ndo vazia de n6s consecutivos de r, e um
segmento inicial de r € um segmento de r que inicia r.
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Dizemos que um tableau T é de S se T é um tableau para alguma férmula
A em L. Dizemos que um ramo r em L’ é de S se r é ramo de algum tableau de
5. Dados dois ramos r e r’ de S, dizemos que r’ é uma extensdo imediata de r se
existem dois tableaux T e T’ de S tal que T” é uma extensdo imediata de T em
S,réumramode T, r é um ramo de T", re r’ sdo distintos e r é equivalente
a um segmento inicial de r’".

Dado um ramo r de S, tal que cada férmula de r é aplicdvel a no miximo
uma regra, definiremos recursivamente 1 (r). Temos que hd uma seqiiéncia de
ramos ry, .., I, tal que ro € um ramo de algum tableau inicial de S, para cada
i=1,..n, r, é uma extensdo imediata de r,, e r, é . 7, (r) é 0 segmento inicial
de r equivalente a ry, e, paracadai = 1, ..n, 1, (1) é 0 segmento de r tal que
Mo (1) + ... + M, (1) + 7, (r) é equivalente a r;. Dizemos que i € um né composto
dersehaie {0, ..n} tal que p = 0 {r). E evidente que r é a concatenagio de
seus nds compostos.

O conceito de segiiéncia completa de tableaux, definido abaixo, é essencial para
provas de completude de um sistema de tableaux com respeito a alguma
semdntica dada. Em Buchsbaum [3], capitulo 5, apresentamos uma prova
detalhada de completude do sistema SC1* com respeito & semantica de C1*.

Seja (T)), ., uma seqliéncia de tableaux, onde I é N ou I é da forma
{0,1,..,n),ondene N, de modo que, paracadaie I, sei> 0, entdo T, é uma
extensao imediata de T,; em S; dizemos entdo que (T)), . ; é uma segiiéncia de
desenvolvimento de tableaux em S.

Dizemos que uma seqiiéncia (T}),. ; de desenvolvimento de tableaux é
completa se as condigdes (a) e (b} dadas abaixo forem satisfeitas :

(a) Para cada i € I, Ti possui um sucessor se, ¢ somente se, T ndo é
uma confutagdo nem possui um ramo exaurido aberto;

(b) Se I é um conjunto infinito, entdo (Ti)i e 1 tende para uma
arvore-limite com um ramo infinito em que cada né estd marcado ou
a sua férmula é excluida.

Pode-se provar que, para qualquer tableau dado, existe uma seqiiéncia de
desenvolvimento completa cujo primeiro tableau é o préprio tableau dado
(veja Buchsbaum [3], capitulo 5).

Exemplo 1: o cdlculo de predicados cldssico

Seja L uma linguagem de primeira ordem cujos conectivos 16gicos sio = e
—, € 0 Unico quantificador é V; L uma extensio de L obtida acrescentando-se
uma infinidade de novas constantes; I" a colecio das férmulas fechadas de L;
I uma fungéo que associa a cada férmula A de I' um tableau possuindo um
unico n6, ndo marcado, cuja férmula é A; F uma fungio definida por
F(r) = fechado sss r possui duas férmulas contraditérias, onde r é um ramo em
L'; e finalmente R uma colegdo de cinco regras dadas pelos diagramas abaixo :
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RegraA=sB Regra — (A= B) Regra~ - A
A=>B - (A= B) - —A
AN A ’
S
Regra Vx A Regra—~Vx A

v xA | ~VxA

A(>|c/t) ﬁA(J(/c)

VLA

A expressdo A(x/t) na regra para férmulas quantificadas universalmente
representa a férmula obtida de uma férmula dada A substituindo-se todas as
ocorréncias livres de x em A por t, onde t é o primeiro termo de L' tal que
A{x/t) ndo figura no ramo em que a regra estiver sendo aplicada. A constante
¢ na expressao — A(x/c) na regra para negagdes de férmulas quantificadas
universalmente é a primeira constante de L” que ndo ocorre no ramo em que
a regra estiver sendo aplicada.

A regra para implicag¢des (regra A = B), por exemplo, é uma funqao que
associa a cada formula de L’ da forma A = B e a cada ramo no qual esta
férmula figure uma colegdo de dois tableaux, onde o primeiro tableau possui
um tinico nd, ndo marcado, cuja férmula é - A, e o segundo tableau também
possui um tinico né, ndo marcado, cuja férmula é B.

O sistema de tableaux S= <L, L, T, I, F, R >, dado acima, é um sistema
adequado para a légica cléssica. Por exemplo, se quisermos verificar se a
férmula (A = B} = (B = A) é um teorema da l6gica cléssica, devemos
observar se o tableau inicial para a sua negagdo converge para uma confutagio :

—\((A=>B)|=>(—.B=>—|A))
A=B
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Devemos proceder de um modo andlogo para verificar se a férmula
VxPx=Qx) = (VxPx=V x(Qx)

€ um teorema da légica cléssica :

- (¥ x (Px = Qx) = (V x Px = V x Qx))
Vx(Px=|>Qx)
—.(Vxle:VxQx)
Vlex

- ¥ x Qx
Pct =Qct
¥ x(Px=0Qx)
I’|c1

¥ x Px

N

- Pa1 | Qa1

89

Observe que, no desenvolvimento deste segundo tableau, ndo escolhe-
mos 0s nés na mesma ordem em que estes foram surgindo, mas sim na
ordem mais adequada para obter o fechamento dos ramos mais rapidamen-
te. Em geral, € melhor deixar por Gltimo os nés com férmulas quantificadas
universalmente. A mecanizagio deste processo depende de certos critérios

heuristicos (veja Oppacher & Suen [11]).

Segundo a expansdo mostrada abaixo, podemos concluir que a
férmula (p = q) = (q = p), onde p e q sdo fé6rmulas atdmicas, nio é
teorema da l6gica cldssica, j4 que obtemos um tableau exaurido a partir
do tableau inicial que ndo é uma confutagio, onde todos 0s ramos sio

abertos :
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- {(p =q) |=>(q =p)

P |="’q
- {g=p)

A estrutura das regras no sistema que vimos acima é bem simples, no
sentido de que cada regra acima é uma fungio que fornece ou uma colegio
com um unico tableau contendo no maximo dois nés, ou uma colegiio de dois
tableaux contendo cada um apenas um né. Isto ndo ocorre em todos 0s casos.
Por exemplo, a regra do sistema SC1, elaborado para o cdlculo paraconsistente
C1, para férmulas da forma — (A = B), é dada no diagrama abaixo :

-*{A=B) A=B

N

Esta regra é uma fungdo que associa a cada férmula da forma — (A = B)
uma colegio de dois tableaux, onde o primeiro tableau possui um iinico né
ndo marcado, cuja férmula é - * (A = B), e 0 segundo tableau possui trés nés,
ndo marcados, com um né inicial e dois sucessores, sendo que a férmula do
né inicial é A = B, e as férmulas dos dois nés sucessores sio = * A’ e —* BY.

Existem regras que geram cole¢des de tableaux nas quais pelo menos um
de seus nés é previamente marcado. Isto ocorre por exemplo em um sistema
de tableaux para o célculo DL (veja Buchsbaum & Pequeno [4]).

_|*A0 —|*BU

Exemplo 2 : o cdlculo paracompleto P1

Uma légica é dita paracompleta se nela o principio do terceiro excluido nao
vigora, ou seja, ndo se tem em geral que, dadas duas férmulas contraditérias
A e — A, uma delas é necessariamente verdadeira. A 16gica intuicionista e
diversas l6gicas polivalentes sdo paracompletas neste sentido. Este tipo de
16gica pode ser adequado por exemplo a situagdes como a que descrevemos a
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seguir. Ao olharmos para uma rosa localizada a uma grande distincia, pode
acontecer de ndo estarmos seguros com respeito A percep¢io de sua cor, ou
seja, ndo necessariamente pode ser observada uma cor vermelha ou outra cor
distinta do vermelho. Em uma légica que desse conta do estado subjetivo de
nossa percepcdo, ao invés da condigdo objetiva da rosa observada; ndo se
poderia afirmar que a rosa seria vermelha ou nio vermeiha. Em geral, uma
18gica paracompleta pode ser concebida como a l6gica subjacente de uma
teoria incompleta no sentido forte, isto é, de uma teoria na qual uma proposi-
¢a0 e a sua negagdo podem ser ambas falsas (veja da Costa & Marconi [8]).
Apresentamos abaixo os axiomas e a regra de inferéncia do célculo P1:

A= (B =sA);
(A =B) =(A =(B =20)) =(A = C);
ALA=B;
B
AAB=A;
AAB=B;
A =(B =5A AB);
A=A VvE;
B=AVE;
(A=QO=2B=20C=(AAB=0);
{(A =B) =A) 2A;
A=A A; :
- (A A= A);
A*=2(A>2>B)=(A =-B) = A);
A'AB =(A=B)'A(AABYA(A VB

A’ ¢ abreviatura para A v - Aem P1.

Em P1 n#o se tem, em geral, que uma férmula da forma A v — A é teorema.
A negacdo cléssica em P1 pode ser simulada através da abreviatura

~A= A=9—|A

- Temos que o conectivo ~, da forma como este foi definido acima, apresenta
todas as propriedades da negagio cldssica.

A seguir alguns teoremas de P1 que foram importantes para a constru¢ao
do sistema SP1 :

FoAS~AAA
A =(— A);

F~——a A=~ A;
F"‘ﬁ"A@"A.
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Apresentamos abaixo 0s componentes do sistema SP1. Usaremos o sinal #
para representar qualquer um dos conectivos =, A ou v.

Seja L uma linguagem proposicional cujos conectivos 16gicos sdo =,
A, v e —; T a colegdo de todas as férmulas de L; I uma fungio que associa
a cada férmula A de L um tableau possuindo um tnico n6, ndo marcado,
cuja formula é A; F uma fungio definida por F(r) = fechado sss r possui
duas férmulas das formas A e ~ A, ou uma férmula da forma ~ — (A A = A),
onde r ¢ um ramo em L, e finalmente R uma colegio de regras dadas pelos
diagramas abaixo :

RegraA=B Regra AAB Regra Av B
A=B AAB AvB
-A/\B J\ A/\B
’
Regra ~ (A = B) Regra ~ (A A B) Regra ~ (A v B)
—-(ﬁ|£=93) ~{A A B) ~(AvB)
1{\ -A/\-B ~A
s b
Regra~~A Regra— A Regra ~— (A #B)
~~A - A ~=(A#B)
J& -!A A#B ~A" -~F
Regra~--4A Regra~-~-~A
~——A ~=~A
| |
~ A ~A

O sistema de tableaux SP1 = <L, L, I', 1, F, R >, dado acima, é um sistema
adequado para o célculo P1, no sentido de que, dada uma férmula A, A é
teorema de P1 se, e somente se, hd uma confutagio para ~ A. Note que as
linguagens inicial e de trabalho de SP1 sdo idénticas; tal fato ¢ muito freqiiente
nos célculos proposicionais.
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As formulas excluidas do sistema sdo de uma das formas p, ~ p ou ~ - p,
onde p é uma férmula atdmica.

As regras especificas para férmulas de uma das formas ~~ Aou~ -~ A
ndo sdo essenciais para a completude do sistema em relagdo ao calculo P1.

Podemos observar que a negagio cldssica da fé6rmula p v - p, onde
p é uma letra sentencial, ndo converge para uma confutagio, dai temos

que p v — p néo é teorema de P1 (o que verifica a paracompletude do
célculo) :

-(pvl—ap)

~P
l

-.,_‘p
T

Temos também, conforme mostramos abaixo, que a férmula (p = q) = {(~g=-p)
(modus follens) ndo é teorema em P1:

~((p=¢q)=|°(-wq=>—-p))

PT"q
~{gq=-p)

Heuristicas para a confec¢ao de regras

Damos abaixo algumas heuristicas que revelaram-se 1teis na construgao
das regras de sisternas de tableaux :
— No caso da logica considerada ser um desvio da l6gica classica,
devemos procurar relagdes entre os conectivos com significados alte-
rados e os demais conectivos;
— Devemos procurar eliminar circularidades no desenvolvimento das
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drvores de prova, marcando e desenvolvendo previamente certos nés;
— Eliminar nés com férmulas repetidas;

— Eliminar nés com férmulas redundantes, observando as intera¢des
dos ramos em que estes nds figuram com nés com as mesmas férmulas
negadas classicamente;

~— Transformar ramificages da forma A paraaforma A ;
B ~B

— Transformar ramificagSes da forma A paraaforma A ;

B ~B B C

— Transformar ramificagdes da forma A paraaforma A .

Nio dispomos de espago no presente artigo para dar explicagdes ou exem-
plos exaustivos do que afirmamos acima, mas daremos abaixo um exemplo,
descrito sucintamente, de como elaboramos a regra para férmulas do tipo
~~ (A# B) para SP1. A primeira drvore representa o processo de confecgio da
regra, e a segunda representa a regra em sua forma final. As férmulas circunda-
das representam nés eliminados da 4rvore da regra.

--1(1?#13) ~— (A #B)

l

' l
~(~(A#BiA(A#B)‘) A#B  -A"  ~F

~~(A#B)v~(A#B)

N

l--(A#B)l

~(A#BY
A#B '-(Ai&#B)

~-(A#B)
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As provas de corre¢do e completude

Nesta se¢do apresentamos um esbogo, valendo para todos os sistemas
vistos aqui e em Buchsbaum & Pequeno [4], das provas de corregdo e
completude em relagdo aos célculos considerados. Este esbogo segue, em
linhas gerais, a prova apresentada em Bell & Machover [1] para a 16gica
classica.

Dizemos que um conjunto ¢ de férmulas é trivial com respeito a um dado
calculo se qualquer férmula (da linguagem do célculo) puder ser deduzida a
partir de ¢.

Aletra grega ¢ e a letra A representam respectivamente, nos enunciados dos
teoremas abaixo, um conjunto finito de férmulas e uma férmula do dominio
do sistema considerado em cada caso. O sinal ~ usado abaixo representa a
negacio classica (o mesmo que — no caso classico, ou a sua simulagdo nos casos
em que a negagdo é alterada).

Nas provas abaixo, consideraremos, para cada sistema de tableaux, um
sistema equivalente no qual os nds s&o conjuntos finitos de férmulas.

Lema da Corregdo : Se hd uma confutagio para ¢, entao ¢ é trivial.
Prova:

E paralela & prova do caso cldssico, levando-se em conta a fungio de
inicializagao, o critério de fechamento e as regras de cada sistema.

Teorema da Corregdo : Se hd uma confutagdo para ¢, ~ A, entio hi uma
dedugdo de A a partir de ¢.
Prova :

Supbe-se que a negago cldssica (~) devera ser definivel no célculo

considerado; no mais aplica-se a esta prova o mesmo comentério da prova
anterior.

Lema da Eliminagdo : Se existem confutagdes para ¢, A e para ¢, ~ A, entdo
existe uma confutagdo para ¢.
Prova :

A prova é feita por indugio sobre o grau de A. Caso as regras sejam
conservativas (no sentido de produzirem decomposi¢des equivalentes as
férmulas), a prova é paralela ao caso cldssico; caso isso ndo se verifique, ela
pode ser mais complexa.

Teorema da Eliminagédo : Se hd uma confutagio para ¢ obtida usando regras
do terceiro excluido, entdo h4 uma confuta¢io para ¢ obtida sem o uso de tais
regras.
Prova :

E andloga a prova do caso cléssico.
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Teorema da Completude : Se hd uma dedugdo de A a partir de ¢, entdo hd
uma confutagio para ¢, ~ A.
Prova :

Nesta prova, a fungéo de inicializago, o critério de fechamento e as regras
sdo relevantes, particularmente para mostrar que, para cada axioma A, hd uma
confutagdo para ¢, ~ A; no mais a prova assemelha-se ao caso cldssico.
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